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Esipuhe 
Opintojeni aiemmassa vaiheessa suunnittelin tekeväni pro gradu–tutkielmani 
matematiikasta. Opintojen edetessä ja päädyttyäni hankkimaan myös luokanopettajan 
pätevyyden tulin siihen tulokseen, että on mielekkäämpää ja tarkoituksenmukaisempaa 
tehdä pro gradu–tutkielma matematiikan opettamisesta. Ohjaajani Antti Viholainen 
ehdotti mielenkiintoista aihetta, joka matkan varrella ehti muokkautua useampaan 
otteeseen. Lopullinen aihe on mielestäni kiinnostava ja koen, että tutkimuksen 
suunnitteleminen, valmisteleminen ja tekeminen ovat olleet antoisia kokemuksia ja 
uskon, että siitä tulee olemaan hyötyä myös tulevalla opettajan urallani. 
 
Haluaisin kiittää ohjaavaa opettajaani Antti Viholaista, opettajaa, joka mahdollisti 
tutkimuksen toteutuksen ryhmässään, sekä oppilaita, joita haastattelin tutkimuksen 
yhteydessä. 
 
Joensuu 15.4.2015 
Samu Eskelinen  
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1. Johdanto 
 
Viime aikoina matematiikan opetukseen, erityisesti lukiossa, on tullut paljon muutoksia. 
Tämä on herättänyt keskustelua matematiikan opettamisen tulevaisuudesta ja 
kehityssuuntauksista. Matematiikan ylioppilaskirjoituksia varten tuli voimaan vuoden 
2012 alusta lähtien uusi laskinohje, joka sallii symbolisten laskinten käytön matematiikan 
ylioppilaskirjoituksissa. Symbolisia laskimia kutsutaan myös CAS-laskimiksi. CAS on 
lyhenne sanoista Computer Algebra System. Ylioppilaskokelaiden kannalta merkittävimpiä 
eroja aiemmin käytössä olleisiin laskimiin on mahdollisuus ratkaista yhtälöitä 
symbolisesti, sieventää tai jakaa lausekkeita tekijöihin, sekä saada vastauksiksi tarkkoja 
arvoja.  
 
Kivelä (2012) esittelee artikkelissaan eri näkökantoja laskinmuutoksen vaikutuksiin. 
Muutos on saanut aikaan kiivasta keskustelua sekä puolesta, että vastaan. Kannattajat 
ovat sitä mieltä, että muutos on vasta ensimmäinen askel matematiikan modernisoinnissa 
ja se olisi kuulunut tehdä jo kauan sitten. Toisaalta vastustajat ovat esittäneet epäilyjä 
siitä, etteivät oppilaat enää osaa itse mitään matematiikasta, jos laskimella saa tehtyä 
suoraan ne asiat joilla aiemmin testattiin oppilaan osaamista. Tämä johtaakin välittömästi 
keskusteluun ylioppilaskirjoitusten ja varsinaisen opetuksen tulevaisuudesta. Kivelä peilaa 
muutosta aiempiin matematiikan uudistuksiin ja toteaa, ettei muutos loppujen lopuksi ole 
muuta kuin uusi askel jo kauan aloitetulla tiellä ja olisi epätarkoituksenmukaista jatkaa 
olemassa olevien työkalujen käytön kieltämistä. Ongelmatonta tämä ei kuitenkaan 
Kivelänkään mielestä ole ja suurimmat haasteet ovatkin opetuksen kehittämisessä siten, 
että jo uusia asioita opiskellessa pystyttäisiin hyödyntämään uutta teknologiaa. Kivelä 
myös toteaa esimerkin avulla, että ylioppilaskokeen on välttämätöntä muuttua 
uudistuksen myötä. Nykymuodossa pelkällä CAS-laskimella pystyy ratkaisemaan suoraan 
hyvin suuren osan ylioppilaskokeen tehtävistä, vaikka laskimen ja tarkoituksenmukaisten 
komentojen käyttäminen vaatii ymmärrystä käsiteltävästä aiheesta. Kuitenkin erityisesti 
ylioppilaskokeen alkupään tehtävät ovat viime vuosina testanneet lähinnä yhtälön 
ratkaisua ja muita niin sanottuja perustaitoja, jotka CAS-laskimen avulla saa ratkaistua 
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pelkästään sopivaa komentoa käyttämällä. Kivelä esittelee myös muutamia muita 
kirjoituksissa käytettyjä tehtävätyyppejä, joiden tarkoituksenmukaisuus on poistunut 
symbolisten laskinten myötä. Kivelä jatkaa mainitsemalla, etteivät kaikki tähän asti 
käytössä olleet tehtävätyypit ole muuttuneet hyödyttömiksi. Hän tarjoaa myös joitakin 
esimerkkejä mahdollisesti jatkossa käyttökelpoisista tehtävätyypeistä ja nostaa erityisesti 
esiin avoimet tutkimustehtävät. Symbolinen laskenta aiheuttaa myös tilanteita, joissa 
laskin kyllä ratkaisee tehtävän oikein, mutta oppilaan on ymmärrettävä mitä vastaus 
tarkoittaa. Kivelä mainitsee tällaisiksi tapauksiksi esimerkiksi itseisarvoyhtälöt ja 
tangenttifunktion derivoinnin. 
 
Kivelä tarjoaa muutamia näkökulmia ja huomioita matematiikan opetuksen kehittämiseen 
tietotekniikan kehittymisen myötä. Kivelän mukaan keskeistä on muistaa ja hallita tietyt 
perustaidot myös käsin laskemisen tasolla. Tämä tukee käsitteiden hallintaa ja kykyä 
analysoida laskimen antamia vastauksia. Oleellista on myös tiedonhaun taito ja vaikka 
kaikkea ei enää tarvitse osata ratkaista tai todistaa käsin, on tärkeää pystyä hakemaan 
relevanttia tietoa. Kivelä muistuttaa myös, ettei yksittäisen ohjelmiston tai tietyn 
laskimen käytön opettaminen ole tarkoituksenmukaista. Järkevämpää on opettaa yleistä 
hahmotusta teknologiaan ja käytettävissä oleviin ohjelmistoihin. Vaikka uusi teknologia 
asettaa haasteita, tarjoaa se myös mahdollisuuksia joista esimerkkinä Kivelä mainitsee 
soveltavien tehtävien haastavuuden lisäämisen huomion siirtyessä pois mekaanisista 
laskuista ja kohti varsinaista matemaattista päättelyä. 
 
Lopuksi Kivelä tarjoaa artikkelissa kolme esimerkkiaskelta, joiden avulla tietotekniikkaa 
olisi mahdollista integroida kiinteämmäksi osaksi matematiikan opetusta. Ensimmäinen 
askel on ottaa laskimet käyttöön yksittäisiin tehtäviin, joita ei käsin tai vanhoilla 
menetelmillä olisi saatu laskettua. CAS-järjestelmät antavat ratkaisun, mutta käyttäjän 
tulee ymmärtää saatu tulos. Toinen askel on laskimen tai jonkin muun järjestelmän 
siirtyminen työskentely-ympäristöksi, jossa välitulokset tallentuvat havainnollisesti 
symboleina tai kuvina ja koko tehtävän voi mahdollisesti ratkaista ympäristössä alusta 
loppuun. Kolmas vaihe on alkaa muodostaa toisessa vaiheessa kuvatusta työskentelystä 
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dokumentteja lisäämällä ratkaisujen lomaan selitykset työskentelyvaiheista 
perusteluineen. 
 
Tarve matematiikan opettamisen kehittämiselle ei kuitenkaan ole syntynyt pelkästään 
viimeaikaisten muutosten takia, vaan tarvetta ja kiinnostusta kehitykselle on ollut jo 
aiemmin. Yksi keskeinen kehityssuunta on tutkiva matematiikka ja erityisesti modernin 
teknologian hyödyntäminen sen yhteydessä. Kappaleessa 2 esitellään keskeisimpiä 
tutkimuksia ja artikkeleita liittyen tiedon luonteeseen, matematiikan opetuksen 
kehittämiseen sekä tutkivaan matematiikkaan. Tässä kappaleessa myös esitellään yksi 
mahdollinen polku derivaatan käsitteen oppimiselle. 
 
Kappaleessa 3 esitellään käytetyt tutkimusmenetelmät sekä niiden vahvuudet ja 
heikkoudet. Aineistonkeruumenetelmäksi valikoitui puolistrukturoitu teemahaastattelu, 
joka toteutettiin opiskelijapareittain. Tämä menetelmä mahdollistaa vapaan keskustelun 
tutkittavien kanssa säilyttäen kuitenkin keskeiset teemat, joita haastattelun yhteydessä 
on tarkoitus käsitellä. Kappaleen lopussa on myös kuvaus tutkimuksen toteutuksesta ja 
opetuskokeilun kulusta. Teemahaastattelussa käytetty haastattelupohja löytyy liitteestä 
2. 
 
Kappale 4 keskittyy kerätyn datan käsittelyyn ja haastatteluaineiston läpikäyntiin. Aineisto 
on litteroitu nauhoitettujen teemahaastatteluiden pohjalta ja keskeisimmät osat on 
esitetty tässä kappaleessa. Kuvat käytetyistä appleteista löytyvät liitteestä 1. 
 
Viidennessä kappaleessa esitetään kerätyn aineiston pohjalta tehtävissä olevat 
johtopäätökset sekä arvioidaan tutkimuksen luotettavuutta sekä toistettavuutta. 
 
Tämän tutkimuksen tarkoituksena oli selvittää minkälaisia ajatuksia ja kokemuksia 
oppilaille herää tutkivaan matematiikkaan pohjautuvasta teknologia-avusteisesta 
opetuksesta. Erityisesti tämän tutkimuksen keskeisimpinä teemoina voidaan pitää 
oppilaiden kokemuksia tämän tyyppisen opetuksen ja tehtävien motivoivuudesta sekä 
siitä, kokevatko opiskelijat käytettyjen menetelmien olevan tehokkaita tapoja oppia 
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derivaatan määritelmä. Tutkimuksella oli tarkoitus myös kerätä tietoa siitä, minkälaisia 
tehtäviä teknologia-avusteisessa tutkivassa matematiikassa olisi opiskelijoiden mielestä 
tarkoituksenmukaista käyttää.  
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2. Teoreettinen viitekehys 
 
2.1 Tiedon luonne 
Muun muassa Haapasalon (2011) mukaan moderni tietokäsitys jakaa tiedon kahtia 
proseduraaliseen tietoon ja konseptuaaliseen tietoon. Proseduraalisella tiedolla viitataan 
eri menetelmien tarkoituksenmukaiseen käyttämiseen. Konseptuaalisen tiedon ajatellaan 
puolestaan olevan verkko, joka koostuu käsitteistä ja toiminnoista ja jota hyödyntäen 
yksilö kykenee ymmärtämään toiminnan perusteita ja logiikkaa.  
 
Yleisesti tunnustetut määritelmät proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon muodosta 
erityisesti matematiikkaan liittyen esitettiin Hiebertin ja Lefevren (1986) teoksessa. 
Hiebertin ja Lefevren mukaan konseptuaalinen tieto rakentuu faktoista ja niiden välisistä 
yhteyksistä. Yksittäisten asioiden väliset yhteydet muodostavat tietoverkon ja kaikki 
konseptuaalinen tieto kuuluu johonkin asioiden ja niiden välisten yhteyksien 
muodostamaan verkkoon. Yksittäistä faktaa ei voidakaan pitää konseptuaalisena tietona, 
sillä se on konseptuaalista tietoa vain, jos se kuuluu johonkin verkkoon ja yksilö tunnistaa 
tämän yhteyden. Konseptuaalinen tieto muodostuu joko yhdistämällä aiemmin opittuja 
asioita toisiinsa, tai yhdistämällä jonkin uuden asian aiemmin opittuun. Tiedon 
muodostumien voi myös tapahtua eri tasoilla. Yksinkertaisinta on yhdistää kaksi toisiinsa 
liittyvää asiaa ja muodostaa näiden välille jokin säännönmukaisuus. Abstraktimmalla 
tasolla yksilö etsii ja tunnistaa yhdistäviä tekijöitä ja muodostaa säännönmukaisuuden 
yleisemmällä tasolla verrattuna kahden tietyn asian yhdistämiseen. Näiden yhteyksien 
muodostaminen ei aina ole tietoista ja vaatii aikaa. Tämän takia konseptuaalista tietoa ei 
muodostu pelkän ulkoa opettelun avulla. 
 
Hiebert ja Lefevre jakavat proseduraalisen tiedon kahteen osaan. Ensimmäinen osa 
koostuu käytössä olevista esityksistä ja symbolijärjestelmästä sekä näiden 
muodostamasta kielestä. Toinen koostuu puolestaan sääntöjen, algoritmien ja 
toimintojen tarkoituksenmukaisesta suorittamisesta. Ensimmäinen osa sisältää lähinnä 
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kyvyn tunnistaa ja lukea informaatiota, eli matematiikan tapauksessa laskuja, yhtälöitä ja 
todistuksia. Tämä ei kuitenkaan sisällä kykyä löytää ratkaisuja tai ymmärtää esitysten 
logiikkaa tai tarkoitusta. Toinen osa rakentuu säännöistä, algoritmeista ja menetelmistä, 
joita tarkoituksenmukaisesti käyttämällä voidaan ratkaista tehtäviä. Tyypillisesti 
matematiikan koulukirjojen tehtävät pohjautuvat voimakkaimmin tähän tiedon osa-
alueeseen. Tehtävissä on useimmiten symbolista muotoa oleva alkutilanne ja käyttämällä 
tähän tiettyjä proseduureja tietyssä järjestyksessä päästään symbolista muotoa olevaan 
lopputulokseen. Tällaisen tehtävän ratkaiseminen ei vaadi käytettävien menetelmien ja 
niiden toimintaperiaatteiden ymmärrystä. Toisin kuin konseptuaalista tietoa, 
proseduraalista tietoa voi omaksua myös pelkän ulkoa opiskelun avulla. Hiebert ja Lefevre 
esittävät, että proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto on usein linkittynyt toisiinsa eikä 
niitä voida käsitellä täysin erillään, vaikka proseduraalista tietoa voi esiintyä yksinäänkin. 
Heidän mukaansa proseduraalinen tieto hyötyy tietolajien linkittymisestä eniten ja 
konseptuaalisen tiedon hallinta mahdollistaa merkitykselliset menetelmät ja symbolit.  
 
Star (2005) kritisoi Hiebertin ja Lefevren määritelmien proseduraalisesta ja 
konseptuaalisesta tiedosta olevan liian kapeita ja rajoittuvan vain tiettyihin matematiikan 
osa-alueisiin. Starin mukaan myös eri tietolajien arviointiin vaaditaan hyvin erilaisia 
menetelmiä. Käsitteiden hallinnan osoittaminen tapahtuu usein verbaalisesti ja 
monipuolisten tehtävien kautta, kun taas proseduurien hallinnan osoittaminen on hyvin 
yksiulotteista ja suoraviivaista. Star ottaa myös kantaa proseduraalisen ja konseptuaalisen 
tiedon linkittymiseen ja esittää esimerkin, jolla hän osoittaa, ettei kaikkea tietoa voi 
yksiselitteisesti jakaa proseduraaliseen ja konseptuaaliseen tietoon. Haapasalo (2011) 
taas korostaa konseptuaalisen tiedon tietoverkon muodostavia linkkejä eli asioiden välisiä 
yhteyksiä ja onkin sitä mieltä, että nämä yhteydet ovat itseasiassa merkityksellisempiä 
kuin verkon solmukohdat, eli yksittäiset faktat. Haapasalo myös painottaa 
konstruktivistista näkemystä konseptuaalisen tiedon muodostumisprosessissa ja korostaa 
yksilön oman pohdinnan ja linkkien muodostamisen merkitystä. Haapasalo myös 
laajentaa konseptuaalisen tiedon määritelmän tietoverkkoa sisältämään käsitteiden 
lisäksi näiden ominaisuuksia, niihin liittyviä toimintoja, näkökulmia ja ongelmia. 
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Star ja Haapasalo myös pohtivat sitä tulisiko proseduraalinen tieto hallita ennen 
konseptuaalista vai päinvastoin. Star toteaa, ettei yksiselitteisesti parasta järjestystä ole 
olemassa ja että molempien vaihtoehtojen puolesta löytyy useita esimerkkejä. Haapasalo 
pohtii erilaisia lähestymistapoja ja päätyy siihen, että oppimisen kannalta tietoa ei voida 
jakaa proseduraaliseen ja konseptuaaliseen tietoon ja tarjoaa esimerkin erityisesti 
teknologian kanssa opiskeluun käytettäväksi samanaikaisen aktivoinnin periaatteesta. 
 
2.2 Representaatiot 
Hähkiöniemen (2006) mukaan tiedon luonteen avulla voidaan karkeasti jakaa 
representaatioiden käyttö kahtia. Useimmiten proseduraalista tietoa hyödynnetään 
silloin, kun käytetään representaatioita ja konseptuaalista tietoa silloin, kun luodaan 
yhteyksiä eri representaatioiden välille. Representaation on perinteisesti ajateltu olevan 
jonkinlainen esitys jostakin muusta asiasta. Representaatiot on myös jaettu sisäisiin ja 
ulkoisiin representaatioihin. Hähkiöniemi kuitenkin mainitsee tämän jaon saaneen viime 
aikoina kritiikkiä. Vaarana tällaisessa jaossa voi olla muun muassa se, että representaatiot 
erotetaan merkityksistään ja niistä ajatellaan pelkkinä esityksinä. Esimerkkinä 
Hähkiöniemi antaa kolmion kuvan. Tämä kuva ei ole kolmio vaan representaatio 
kolmiosta. Itse kolmio on taas jotain, jonka representaatio kuva on. Representaatiota ja 
itse merkitystä ei siis voida erottaa toisistaan ja tämä pätee myös oppimisprosessiin. 
Representaatiot eivät ole pelkkiä tiedon varastoimiseen tarkoitettuja välineitä. Ne 
toimivat myös keskeisinä työkaluina tukemassa ajattelua.  
 
Sisäisen ja ulkoisen representaation erottelua pidetään jossain määrin keinotekoisena ja 
on huomattu, että muun muassa oppimisprosessin yhteydessä ei voida tietää kumpi 
representaatiotyyppi muodostuu ensin. Hähkiöniemi myös mainitsee muutamia 
tutkimuksia, joissa on huomattu opiskelijoiden käyttävän representaatioita ajattelun 
työkaluina, eikä pelkkinä esityksinä. Hähkiöniemi määrittelee itse representaation 
ajattelun työkaluksi, jonka avulla voidaan ajatella jotakin tämän työkalun käytön 
seurauksena syntynyttä asiaa. Representaatiolla on myös sisäinen ja ulkoinen puoli, jotka 
ovat yhtä tärkeitä ja erottamattomia, mutta eivät välttämättä ole sisällöltään täysin 
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toisiaan vastaavia. Esimerkkinä Hähkiöniemi antaa tilanteen, jossa opiskelija käyttää 
derivaattafunktion representaationa kuvaajan jyrkkyyttä. Näin jyrkkyys toimii työkaluna 
opiskelijalle, joka hahmottaa sen avulla joitakin derivaatan ominaisuuksia. Opiskelijan 
ymmärrys derivaatasta rakentuu tällöin jyrkkyyden ja muiden mahdollisesti käytössä 
olevien representaatioiden ympärille. 
 
Hähkiöniemi erittelee representaatioiden väliset yhteydet kahteen kategoriaan. 
Representaatioiden välillä on assosiatiivinen yhteys silloin, kun henkilö pystyy vaihtamaan 
representaatiosta toiseen. Yhteys on reflektiivinen, jos henkilö käyttää representaatiota 
selittämään jotain toista representaatiota. Tämä jako korostaa representaatioiden 
luonnetta ajattelun työkaluina ja Hähkiöniemen mukaan muun muassa 
ongelmanratkaisuprosessin kannalta on hyvin tärkeää pystyä vaihtamaan sujuvasti 
representaatioiden välillä. Ratkaisuja perustellessa taas useiden eri representaatioiden 
yhtäaikainen käyttö on hyödyllistä. 
 
2.3 Tehtävien luokittelu 
Haapasalon (2011) mukaan matemaattisia olioita voidaan esittää kolmella eri tavalla, 
verbaalisesti (V), symbolisesti (S) ja kuvallisesti (K). Haapasalon mukaan 
käsitteenmuodostusprosessi sisältää useita vaiheita ja jokaisessa näistä vaiheista tulisi 
esittää tehtäviä tai ongelmia niin, että kaikki esitystavat ovat käytössä mahdollisimman 
monipuolisella tavalla. Tällä hetkellä oppikirjat sisältävät pääosin alkutilanteeltaan 
symbolisia tehtäviä, joiden lopputilanne päätyy myös symboliseen merkintään. Toinen 
tapa luokitella tehtäviä on tutkia mitkä tehtävän osat ratkaisijalle tarjotaan valmiina kuten 
Oinosen Pro Gradu tutkielmassa (2012). Osia ovat alkutilanne, lopputilanne, 
konseptuaalinen tieto ja proseduraalinen tieto. Alkutilanne on perinteisissä tehtävissä 
esimerkiksi ratkaistava yhtälö, tai muu matemaattinen olio. Lopputilanne on taas niin 
sanottu ratkaisu. Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto on hankalammin eroteltavissa 
näiden limittäisestä rakenteesta johtuen, mutta molemmille tyypillisiä tunnusmerkkejä 
voidaan erottaa tehtävänannosta. Tämän tyyppisellä luokittelulla päästään käsiksi 
tehtävän luonteeseen ja ratkaisemiseksi tarvittavaan osaamiseen. Haapasalon mukaan 
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perinteiset oppikirjat ovat sisältäneet runsaasti tehtäviä joissa alkutilanne ja suurin osa, 
tai kaikki ratkaisuun tarvittavista tiedoista on annettu valmiina ja tavoitteena on päästä 
haluttuun lopputulokseen. Erityisesti CAS-laskinten myötä tehtävätyyppien 
monipuolistaminen on tullut ajankohtaiseksi. Symbolisten työkalujen avulla pystytään 
ratkaisemaan erittäin helposti tehtävä, josta puuttuu vain lopputilanne. Keskustelua 
tehtävien yksipuolisuudesta on käyty jo aiemmin, mutta Kivelän (2012) mukaan se on 
noussut taas erittäin ajankohtaiseksi laskinmuutoksen myötä. Oppilaiden osaamisesta ei 
saada enää realistista kuvaa perinteisten tehtävien avulla. Tämä luo muutospainetta myös 
opetuksessa käytettäviin tehtäviin. Entistä tehokkaampien työkalujen myötä olisi myös 
tarkoituksenmukaista siirtyä vähitellen pois mekaanisen osaamisen painottamisesta ja 
kohti soveltavan ajattelun kehittymistä.  
 
Tehtävien erilaiset merkintätavat vastaavat usein tutkittavien ilmiöiden eri 
representaatioita. Esimerkkinä voidaan käyttää perinteistä tehtävää, jossa symbolisessa 
muodossa olevan funktion kuvaaja pyydetään piirtämään. Tehtävänannossa on käytetty 
symbolista representaatiota ja tehtävän lopputuloksen tulisi olla graafisessa muodossa. 
Kendalin ja Staceyn (2000) saamien tulosten mukaan on todennäköistä, että opettajan ja 
oppikirjan representaatiopainotukset heijastuvat mahdollisesti oppilaiden osaamiseen ja 
näkemyksiin ilmiöistä. Tästä johtuen eri representaatioiden ja erityisesti näiden välisten 
yhteyksien tunnistaminen ja omaksuminen on oppilaan kannalta erittäin keskeistä. 
 
2.4 Tutkiva matematiikka 
Hähkiöniemen (2011) mukaan matematiikan opettamisen ja oppimisen tutkijayhteisö on 
melko yksimielisesti pitänyt oppilaslähtöisiä ja vuorovaikutusta korostavia 
opetusmenetelmiä tehokkaina tapoina oppia matematiikkaa. Näissä menetelmissä 
keskeistä on oppilaiden oma tutkiskelu ja ongelmien ratkaiseminen, joihin oppilailla ei ole 
valmiita ratkaisuja tai ratkaisumenetelmiä. Hähkiöniemi esittelee muutamia tutkimuksia, 
joissa vastaavan tyyppisistä opetusmenetelmistä on käytetty useita eri nimityksiä, muun 
muassa tutkiva oppiminen, tutkiva matematiikka ja ongelmakeskeinen oppiminen. 
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Hähkiöniemen mukaan tutkivan matematiikan perusidea on se, että oppilaat tutustuvat 
johonkin keskeiseen ilmiöön ja tutkivat sitä ratkomalla sopivasti asetettuja tehtäviä ja 
ongelmia. Tehtävät tulisi olla suunniteltu niin, että niiden ratkaisemisen yhteydessä 
oppilaille selviää käsiteltävän asian kannalta keskeiset ideat. Ongelmiin yleensä löytyy 
useita eri ratkaisumenetelmiä ja nämä menetelmät voivat sisältää erilaisia matemaattisia 
ideoita. Tutkivassa matematiikassa näkökulmana pyritään pitämään se, että oppilas tutkii 
matematiikan ilmiöitä omista lähtökohdistaan käsin. Tämä näkyy usein epästandardeina 
merkintöinä ja käsitteinä, sekä mahdollisesti puutteellisina ideoina ja menetelminä. 
Opettajan tehtävä tutkivassa matematiikassa onkin tukea oppilaita heidän päättelyssään 
ja kannustaa oppilaita kehittämään omia ratkaisujaan. Vasta tunnin lopulla on 
tarkoituksenmukaista yhdistää erilaiset ratkaisut kootusti standardeihin merkintöihin ja 
menetelmiin. Tämän tarkoituksena on se, että oppilaiden oppimisprosessi ja samalla 
opittu matematiikka on niin sanotusti oppilaiden omaa matematiikkaa. Hähkiöniemi myös 
mainitsee tutkimuksia, joissa on todettu tutkivan matematiikan kehittävän oppilaiden 
ymmärtämistä, matemaattisen ajattelun taitoja, ongelmanratkaisutaitoja sekä luovuutta. 
Tutkivan matematiikan on myös huomattu mahdollistavan kaikkien oppilaiden 
huomioimisen heterogeenisissä ryhmissä. 
 
Hähkiöniemi (2011) esittelee tyypillisen perinteisen matematiikan tunnin ja tutkivan 
matematiikan tunnin rakenteellisia eroja. Perinteisen tunnin rakenne jakautuu karkeasti 
kahteen osaan. Alussa opettaja esittelee ja opettaa käsiteltävään asiaan liittyvät käsitteet 
ja ideat esimerkkien avulla. Toisessa osassa opiskelijat laskevat aiheeseen liittyviä tehtäviä 
oppikirjasta ja pyrkivät näin sisäistämään opetetun asian. Hähkiöniemen mukaan tutkivan 
matematiikan tunti taas useimmiten rakentuu kolmesta keskeisestä vaiheesta, jotka ovat 
alustus-, tutkimus- ja koontivaiheet. Alustusvaiheessa opettaja esittelee tehtävät 
opiskelijoille antamatta kuitenkaan ratkaisumalleja tai vastauksia. Tarvittaessa tähän 
vaiheeseen voi kuulua tehtäviin motivointia sekä mahdollisesti aiemmin opittujen 
asioiden kertaamista. Tärkeintä tässä vaiheessa on varmistaa, että oppilaat ymmärtävät 
tehtävät. Tutkimusvaiheessa opiskelijat ratkaisevat tehtäviä pareittain tai pienissä 
ryhmissä. Opettaja kiertelee luokassa ohjaten työskentelyä ja keskustelee oppilaiden 
ajatuksista ja ratkaisuista. Opettajan ei välttämättä ole tarkoituksenmukaista antaa 
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oikeita vastauksia tai kiertää tarkistamassa tehtävien vastauksia. Keskeisempää on 
keskustella opiskelijoiden kanssa heidän ratkaisuistaan ja pyytää perusteluja siitä, kuinka 
he päätyivät kyseiseen ratkaisuun. Tällä pyritään matemaattiseen työskentelyyn, joka 
painottaa perustelujen ja ratkaisumenetelmien tärkeyttä. Hähkiöniemen mukaan opettaja 
toimii tutkivassa matematiikassa ohjaajana ja organisoijana, joka pitää huolen siitä, että 
opiskelijoiden ideat kehittyvät kohti standardia matematiikkaa. Koontivaiheessa 
opiskelijoiden ratkaisumenetelmiä käydään yhteisesti läpi ja opettaja johtaa koko luokan 
yhteistä keskustelua. Tavoitteena on saada koko luokka osallistumaan keskusteluun ja 
ottamaan kantaa ratkaisuideoihin. Opettajan tehtävä on nostaa ratkaisujen keskeiset 
ideat esiin. Opettaja myös tiivistää tunnilla opittuja asioita ja korostaa keskeisimpiä 
sisältöjä. Opiskelijoilla tulisi tunnin loputtua olla selkeä kuva siitä, mitä oli tarkoitus oppia 
ja myös hahmottaa opittujen asioiden yleisesti hyväksytyt merkintätavat. Ilman 
koontivaihetta on mahdollista, että opiskelijoille jää avoimeksi mitä olisi pitänyt oppia.  
 
Tämän tutkimuksen opetuskokeilun yhteydessä koontivaihe ohitettiin johtuen 
aikarajoitteista. Tutkittava ryhmä oli myös aiemmin käynyt läpi derivaattaan liittyviä 
keskeisiä käsitteitä ja määritelmiä ja näin koontivaihe oli osittain jo tehty. 
 
2.5 Geogebran käyttö tutkivassa matematiikassa 
Tämän tutkimuksen opetuskokeilussa hyödynnettiin GeoGebra-ohjelmaa. GeoGebra on 
ohjelma, joka tarjoaa mahdollisuuksia luoda dynaamisia appletteja, joiden avulla 
opiskelijat voivat tutkia ilmiöitä konkreettisemmalla tasolla kuin pelkästään kynän ja 
paperin avulla. GeoGebra sisältää myös mahdollisuuden symboliseen laskentaan, muun 
muassa polynomifunktion derivointiin symbolisesti. GeoGebra oli tämän tutkimuksen 
kannalta tarkoituksenmukainen valinta helppokäyttöisyyden sekä ilmaisuuden takia. 
Erityisen oleellista oli myös se, että GeoGebra-appletteja oli helppoa ja vaivatonta käyttää 
suoraan web-sivustoon upotettuina opiskelijoiden omilla iPadeilla. GeoGebra 
mahdollistaa myös applettien muokkaamisen siihen pisteeseen, etteivät oppilaat 
välttämättä tarvitse erillistä opetusta ohjelman käyttöön. Tämän tutkimuksen 
opetuskokeilun yhteydessä oppilaita pyydettiin menemään omilla iPadeilla web-
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sivustolle, jonne appletit oli upotettu. Oppilaita ei tarvinnut ohjeistaa erikseen applettien 
tai GeoGebran käytössä, vaan sivustolla ja itse appleteissa olevat ohjeet riittivät 
työskentelyn aloittamiseen. 
 
Hähkiöniemi (2011) esittelee tiettyjä perusperiaatteita GeoGebran, tai muun vastaavan 
ohjelman hyödyntämisestä matematiikan opetuksessa. Opettaja voi käyttää GeoGebraa 
havainnollistamiseen, mutta on tehokkaampaa oppimisen kannalta, jos opiskelijat 
pääsevät itse tutkimaan ilmiöitä ohjelman avulla. Tutkimustehtävät tulee olla muotoiltu 
niin, että oppilailla on jokin selkeä ongelma pohdittavana. Tehtäviin tulisi myös sisältyä 
päättelyä vaativia osuuksia havainnoinnin lisäksi. Geogebralla voidaan esimerkiksi tutkia 
kuinka funktion parametrien muuttaminen vaikuttaa funktion kuvaajaan. Näin päästään 
vahvistamaan eri representaatioiden välisiä yhteyksiä, mikä voi pelkästään paperin ja 
kynän avulla olla melko haastavaa. Geogebraa hyödyntämällä päästään myös 
tilanteeseen, jossa opettajan ei välttämättä tarvitse kertoa ja selittää käsitteitä valmiiksi 
oppilaille, vaan he voivat itse tutustua ja muodostaa käsityksen näistä tutkimustehtävien 
avulla. Hähkiöniemi mainitsee lopuksi, ettei GeoGebra tai jokin muu ohjelma ole 
välttämätön työkalu tutkivan matematiikan toteuttamiseen, joskin se voi antaa hyödyllisiä 
työkaluja ja helpottaa toteutusta. 
 
2.6 Derivaatan oppiminen 
Serhanin (2006) mukaan opetuksella, joka hyödyntää graafista laskinta ja korostaa 
symbolisten, visuaalisten ja numeeristen representaatioiden yhteyksiä näyttäisi olevan 
positiivisia vaikutuksia derivaatan oppimiseen. Revon (1996), Heidin (1988) ja Asialan ja 
muiden (1997) tutkimuksissa on saatu useaan otteeseen tuloksia siitä, että muun muassa 
graafisia representaatioita korostavalla opetuksella voi olla positiivisia vaikutuksia 
derivaatan oppimiseen. Berryn ja Nymanin (2003) saamien tulosten mukaan ensimmäisen 
vuoden yliopisto-opiskelijat ajattelevat funktion kuvaajan ja derivaattafunktion kuvaajan 
välistä yhteyttä heidän ratkoessa tehtäviä. Berryn ja Nymanin mukaan opiskelijat siirtyivät 
opintojakson edetessä kohti käsitteiden välistä suhteellista ymmärrystä. He myös 
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suosittelevat, että ennen calculus opintojen aloittamista, tulisi opiskelijoiden kehittää 
ymmärrystään taustalla olevista käsitteistä.  
 
Asiala, Cotrill, Dubinsky ja Schwingendorf (1997) viittaavat tutkimukseen Tall & Vinner 
(1981), jossa saatiin siihen viittavia tuloksia, että opiskelijoiden vaikeudet funktion 
graafisen representaation hallinnassa voivat johtua perinteisten opetusmenetelmien 
käytöstä. Tallin ja Vinnerin mukaan funktion idea usein esitetään graafisessa muodossa, 
mutta se hylätään varsin nopeasti ja siirrytään käyttämään lähinnä algebrallista esitystä. 
Tämä taas voi johtaa funktion käsitteen heikkoon ja yksipuoliseen hahmottamiseen. 
Asiala, Cotrill, Dubinsky ja Schwingendorf viittaavat myös useisiin tutkimuksiin, joissa on 
tutkittu opiskelijoiden derivaatan käsitteeseen ja erityisesti sen graafiseen 
representaatioon liittyviä ongelmia. Muun muassa Amit & Vinner (1990) saivat tuloksia, 
joiden mukaan useat opiskelijat pitävät funktion derivaattaa samana asiana kuin kuvaajan 
tangenttia annetussa pisteessä. Myös Asiala ja muut törmäsivät samaan ilmiöön omassa 
tutkimuksessaan. 
 
Hähkiöniemi (2006) esittelee väitöskirjassaan myös useita muita tutkimuksia ja koontina 
toteaa, että derivaatan opettamisen yhteydessä tulee ottaa huomioon monia erilaisia 
representaatioita. On myös huomattu, että opiskelussa painotetut representaatiot 
heijastuvat myös opiskelijoiden osaamiseen ja tämän takia opetuksessa käytetyt 
representaatiot tulee valita hyvin tarkkaan. 
 
2.7 APOS-teoria 
Dubinskyn ja McDonaldin (2001) kehittämän APOS-teorian mukaan käsitteen 
ymmärtämisen kehitys koostuu neljästä eri vaiheesta, jotka limittyvät toistensa kanssa ja 
kehittyvät toistensa pohjalta vaihe vaiheelta syvemmäksi ymmärrykseksi opiskeltavasta 
asiasta. Nämä vaiheet on esitelty seuraavassa samalla kuvaillen kunkin tason 
käsitteenhallintaa ja keskeisiä piirteitä. 
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Toiminto on objekteihin kohdistuva muunnos, jonka yksilö näkee ainakin jossain määrin 
ulkoisena. Jos yksilön ymmärrys käytettävästä muunnoksesta on vielä toimintotasolla, 
hän voi suorittaa muunnoksen ainoastaan seuraamalla ulkoisia vihjeitä, jotka antavat 
tarkat ohjeet eri vaiheista. Esimerkiksi jos opiskelija on rajoittunut toimintotason 
ymmärrykseen funktiosta, hän ei vielä osaa käsitellä tai tulkita funktiota käsitteenä ilman 
annettua kaavaa tai yhtälöä. Tällöin hän pystyy lähinnä arvioimaan funktion arvoja eri 
pisteissä ja muokkaamaan yhtälöä. Osittain tästä johtuen opiskelijoille aiheuttaa suuria 
ongelmia muun muassa käänteisfunktiot, funktioiden joukot, funktion derivaatan 
hahmottaminen funktiona ja ajatus siitä, että differentiaaliyhtälön ratkaisu on funktio. 
 
Kun toimintoa toistetaan ja yksilö reflektoi sitä, se on mahdollista sisäistää prosessiksi. 
Prosessi on sisäinen rakenne, joka toteuttaa saman toiminnon, mutta ei välttämättä enää 
tarvitse ulkoisia vihjeitä. Yksilö, joka hallitsee jonkin muunnoksen prosessitasolla, pystyy 
reflektoimaan ja kuvailemaan sitä, sekä tarvittaessa toistamaan vaiheet käänteisessä 
järjestyksessä ilman yksittäisten vaiheiden erillistä suorittamista. Toimintoon verrattuna 
prosessin ajatellaan olevan yksilön sisäinen ja hallinnassa, eikä yhtä riippuvainen 
ulkoisista vihjeistä. Funktion yhteydessä prosessitason ymmärrys mahdollistaa funktion 
hahmottamisen yhdelle tai useammalle syötteelle (inputs) suoritettavien operaatioiden ja 
operaatioista saatavien funktion arvojen (outputs) kokonaisuutena. Esimerkiksi funktion 
sin(x) ymmärtäminen vaatii prosessitason osaamista, sillä mitään yksikäsitteisiä vaiheita 
syötteesta ratkaisuksi ei ole.  
 
Kun yksilö reflektoi prosessia ja siihen liittyviä operaatioita, hahmottaa prosessin 
kokonaisuutena, ymmärtää että tiettyjä muunnoksia voi käyttää myös kyseiseen 
prosessiin ja pystyy myös konstruoimaan tällaisia muunnoksia, voidaan sanoa, että 
prosessista on kiteytynyt objekti. Jos objektille halutaan tehdä toimintoja tai prosesseja, 
on se usein tarpeellista pystyä purkamaan siksi prosessiksi, josta se alun perin muodostui. 
Tätä vaihetta pidetään erittäin haastavana eikä hyödyllisiä pedagogisia strategioita sen 
edistämiseen ole juurikaan vielä keksitty. 
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Valmiit objektit ja prosessit voivat liittyä toisiinsa monin eri tavoin. Joukko toisiinsa 
liittyviä objekteja ja prosesseja on mahdollista organisoida siten, että ne muodostavat 
skeeman. Skeemoja voidaan myös tarvittaessa käsitellä objekteina osana korkeamman 
tason skeemaa. Tällaisessa tilanteessa puhutaan skeeman tematisoinnista objektiksi. 
Esimerkkinä tästä voidaan pitää funktioista muodostettua joukkoa, näihin liittyviä tiettyjä 
operaatioita ja näiden operaatioiden ominaisuuksia. Näistä voidaan muodostaa skeema 
funktioavaruudesta, jota taas voidaan käyttää esimerkiksi osana funktioalgebraa. 
 
Asiala, Cotrill, Dubinsky ja Schwingendorf (1997) esittävät kaksi mahdollista reittiä 
derivaatan käsitteenmuodostukseen. Nämä osittain vaihtoehtoiset ja osittain 
päällekkäiset reitit ovat graafinen ja analyyttinen lähestymistapa. Tämän tutkimuksen 
yhteydessä on tarkoituksenmukaista tutustua graafiseen käsitteenmuodostusreittiin, 
koska tutkimus toteutettiin keskittyen vahvasti derivaatan määritelmän graafiseen 
representaatioon dynaamisten applettien muodossa. Seuraavassa on esitetty yksi 
mahdollinen reitti derivaatan käsitteeseen käyttäen graafista lähestymistapaa. 
 
 Prosessi alkaa vaiheella 1, jossa kaksi kuvaajan pistettä yhdistetään niin, että niistä 
muodostuu sekantti. Tähän vaiheeseen liittyy myös toiminto, joka sisältää tämän 
sekantin jyrkkyyden laskemisen. 
 Vaiheessa 2 pyritään sisäistämään vaiheen 1 toiminnot yhdeksi prosessiksi, jossa 
pisteiden välistä etäisyyttä pienennetään. 
 Kolmannessa vaiheessa vaiheen 2 prosessin avulla muodostetaan tangenttisuora 
sekanttien raja-arvosta. Myös tangentin jyrkkyys pystytään selvittämään 
annetussa kuvaajan pisteessä. 
 Vaiheessa 4 edellisten vaiheiden kokonaisuuden pohjalta voidaan muodostaa 
funktion derivaatan määritelmä erotusosamäärän raja-arvona jossain tietyssä 
pisteessä. 
 Vaiheessa 5 laajennetaan vaiheen 2 prosesseja eri tilanteisiin yhdistäen derivaatan 
määritelmä useisiin eri esityksiin. 
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 Vaiheessa 6 pyritään sisäistämään toiminto, jolla tuotetaan derivaatan arvo 
jossain pisteessä prosessiksi funktiosta f’, joka tuottaa mistä tahansa 
määrittelyjoukon pisteestä x arvon f’(x).  
 7. vaiheessa muodostetaan vaiheen 6 prosessista objekti, joka on funktio f’.  
 Kahdeksannessa ja viimeisessä vaiheessa muodostetaan edellisten pohjalta 
skeema funktion, sekä funktion derivaatan graafisesta esityksestä käyttäen 
hyödyksi funktioiden ja derivaattojen välisiä riippuvuussuhteita. 
 
Tässä tutkimuksessa keskitytään erityisesti vaiheisiin 1-4 ja oppitunnilla käytetyt appletit 
sisältävät näihin vaiheisiin liittyviä tehtäviä. Vaiheiden valinta määräytyi osittain 
aikarajoitteiden takia. Toinen vaiheiden rajaamiseen vaikuttanut tekijä on Asialan, 
Cotrillin, Dubinskyn sekä Schwingendorfin (1997) mainitsemat puutteet viimeistein 
vaiheiden ymmärryksestä. Heidän mukaansa erityisesti skeeman synnystä on vielä melko 
vähän tietoa. Myös vaiheet 5-6 voivat joskus vaatia hyvin pitkän ajan, eikä näitä siis ole 
tarkoituksenmukaisia liittää tämän tutkimuksen yhteyteen. 
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3. Tutkimusmenetelmät 
 
3.1 Laadullinen tutkimus 
Hirsjärven ja Hurmeen (2000) mukaan kvalitatiivisessa tutkimuksessa tutkija ja kohde ovat 
vuorovaikutuksessa. Kvalitatiivisia menetelmiä käytetään, kun halutaan tietoa niin 
sanotusta tajunnan sisällöstä. Sen avulla päästään lähemmäksi niitä merkityksiä, joita 
ihmiset antavat ilmiöille ja tapahtumille ja se tuo esiin tutkittavien näkökulman.  
 
3.1.1 Haastattelu 
Hirsjärven ja Hurmeen (2000) mukaan haastattelu on joustava tutkimusmenetelmä, joka 
sopii moniin erilaisiin tutkimustarkoituksiin. Haastattelussa ollaan suorassa kielellisessä 
vuorovaikutuksessa haastateltavan kanssa, joskin se eroaa keskustelusta siinä mielessä, 
että haastattelu on päämäärähakuista ja tähtää informaation keräämiseen. Haastattelun 
vuorovaikutuksellisuuden ansiosta sen avulla voidaan vaikuttaa tiedonhankinnan 
suuntaan itse tilanteessa ja päästä selville vastausten taustalla olevista motiiveista. Myös 
ei-kielellisen viestinnän tulkinta mahdollistuu haastattelun avulla. Hirsjärven ja Hurmeen 
(2000) mukaan haastattelu menetelmänä korostaa ihmisen roolia merkityksiä luovana 
aktiivisena osapuolena ja hänelle tarjotaan mahdollisuus tuoda itseään koskevia asioita 
esiin mahdollisimman vapaasti. Haastattelu myös tarjoaa mahdollisuuden selvittää 
vastausten taustoja ja perusteluja lisäkysymysten avulla.  
 
3.1.2 Parihaastattelu 
Parihaastattelu on ryhmähaastattelun alalaji. Ryhmähaastattelun etuna voidaan pitää 
sitä, että sen avulla saadaan nopeasti tietoa useammalta vastaajalta. Hirsjärven ja 
Hurmeen (2000) mukaan parihaastattelua on tarkoituksenmukaista käyttää erityisesti 
silloin, kun käsiteltävä aihe on yhteinen molemmille haastateltaville. Tämän tutkimuksen 
yhteydessä parihaastattelu oli tarkoituksenmukainen menetelmä, koska oppilaan 
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työskentelivät oppitunnin aikana näissä samoissa pareissa ja mahdolliset oppimis- ja muut 
kokemukset olivat luultavasti ainakin jossain määrin yhteisiä. 
 
3.1.3 Puolistrukturoitu teemahaastattelu 
Hirsjärvi ja Hurme (2000) määrittelevät puolistrukturoidun haastattelun 
lomakehaastattelun ja strukturoimattoman haastattelun välimuodoksi. Hirsjärven ja 
Hurmeen (2000) mukaan puolistrukturoidulle haastattelulle on ominaista se, että osa 
haastattelun näkökohdista on lyöty lukkoon. Esimerkiksi kysymykset voivat olla kaikille 
samat, mutta haastattelija voi muuttaa niiden sanamuotoa tai järjestystä. Hirsjärven ja 
Hurmeen (2000) mukaan teemahaastattelu on puolistrukturoitu haastattelumenetelmä, 
jonka kysymykset kohdennetaan joihinkin tiettyihin teemoihin joista keskustellaan. 
Teemahaastattelu ei menetelmänä ota kantaa siihen, kuinka syvälle käsiteltävään 
aiheeseen mennään. Teemahaastattelussa keskitytään yksityiskohtaisten kysymysten 
sijasta siihen, että keskustelu etenee luontevasti keskeisten teemojen varassa. Hirsjärven 
ja Hurmeen (2000) mukaan tämä vähentää tutkijan näkökulman vaikutusta haastatteluun 
ja korostaa tutkittavien tulkintoja ja asioille antamia merkityksiä. Teemahaastattelu on 
lähempänä strukturoimatonta kuin strukturoitua haastattelua ja voidaan pitää 
puolistrukturoituna sen takia, että yksi haastattelun keskeinen osa-alue, aihepiiri ja 
teemat, ovat kaikille samoja. Kysymykset ja niiden muoto voivat kuitenkin vaihdella. 
 
3.2 Tutkimuksen toteutus 
Datan kerääminen toteutettiin erään Itä-Suomalaisen lukion toisen vuosikurssin 
opiskelijoilla. Opiskelijoilla oli käynnissä pitkän matematiikan derivaattaa käsittelevä 
seitsemäs kurssi MAA7. Tutkimukseen osallistuneessa ryhmässä oli 13 oppilasta. 75 
minuutin mittaiselle opetuskerralle oli valmisteltu tehtäväsarja, joka koostui nettisivulle 
kerätyistä appleteista. Itse data kerättiin tunnin jälkeen toteutetuista parihaastatteluista, 
joita toteutettiin yhteensä 3 kappaletta. Oppitunti oli tarkoitus toteuttaa mahdollisimman 
vähällä ohjeistuksella ja pitää painotus oppilaiden omalla pohdiskelulla. Näin pyrittiin 
pitämään ohjauksen ja opettajan osuuden vaikutus oppilaiden kokemukseen käytetyistä 
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tehtävistä mahdollisimman pienenä. Opiskelijoille oli edellisellä viikolla opetettu 
derivaatan määritelmä. Tehtäviin liittyvät käsitteet olivat siis jo oppilaille ainakin pääosin 
tuttuja. Jos toteutus olisi ajoittunut kurssilla siten, että opiskelijat eivät vielä olisi 
tutustuneet derivaatan käsitteeseen, olisi tehtävien aloittaminen luultavasti vaatinut 
enemmän ohjausta. 
 
3.2.1 Tehtäväsarja 
Käytetty tehtäväsarja oli suunniteltu tukemaan opiskelijoiden omaa pohdiskelua ja 
mahdollistamaan opettajan osuuden pitämisen lähinnä ohjaavana. Tehtävän 1 (Liite 1) 
tarkoitus oli toimiva orientoivana tehtävänä sekä liittää käsiteltäviä derivaatan 
määritelmään liittyviä käsitteitä käytäntöön. Tehtävässä 2 opiskelijat tutkivat suoran 
muutosnopeutta. Myös tämä tehtävä toimi johdatteluna varsinaiselle käsiteltävälle 
asialle, eli derivaatan määritelmälle. Tehtävässä 3 opiskelijoiden oli tarkoitus huomata, 
ettei toisen ja sitä korkeamman yhtälöiden kuvaajille voida löytää vakiona pysyvää 
muutosnopeutta. Tehtävässä pyrittiin myös herättämään pohdintaa liittyen kahden 
kuvaajan pisteen välille piirretyn sekantin käyttäytymisestä. Tehtävä 4 oli tehtäväsarjan 
laajin ja yksi tehtävän tarkoituksista olikin selvittää kokevatko opiskelijat tehtävän liian 
laajaksi. Appletin ja johdattelevien kysymysten avulla opiskelijat pääsivät tutkimaan 
derivaatan määritelmän ideaa graafisessa muodossa muuttamalla tutkittavan pisteen 
sekä h:n arvoa. Opiskelijat pystyivät samalla havainnoimaan tangentin ja sekanttien 
käyttäytymistä. Tehtävässä 5 opiskelijat pystyivät appletin avulla piirtämään derivaatan 
kuvaajan ja tarkoituksena oli pohtia sitä, kuinka derivaatan kuvaajan arvot muodostuvat 
kuvaajan pisteeseen piirretyn tangentin jyrkkyyden kautta. Tehtävät on suunniteltu siten, 
että ne ovat käyttökelpoisia opiskelijoiden kanssa, jotka eivät ole vielä opiskelleet 
lainkaan derivaatan määritelmää, mutta toimivat myös ryhmässä, jossa asiaa on jo 
käsitelty. 
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3.2.2 Tunnin kulku 
Tunti alkoi esittäytymisellä ja lyhyellä kuvauksella tutkimuksesta. Seuraavaksi oppilaille 
esiteltiin tehtäväformaatti ja selvennettiin muutamia teknisiä asioita liittyen applettien 
toimintaan. Tämän jälkeen opiskelijat alkoivat työskentelemään pareittain applettien 
kanssa. Myöskään tunnin aikana opiskelijoille ei varsinaisesti opetettu uusia asioita. 
Ainoastaan tehtäviin liittyen keskusteltiin oppilaiden pohdinnoista liittyen derivaatan 
määritelmään ja tarjottiin erilaisia vaihtoehtoja tutkia raja-arvotilannetta, jossa h lähestyy 
nollaa. Muutamia opiskelijoita johdateltiin eteenpäin lopputunnista liittyen tehtävän neljä 
johtopäätöksiin. Koko tunti siis toteutettiin hyvin pienellä ohjauksella ja näin pyrittiin 
minimoimaan opettajan ja ohjauksen vaikutus oppilaiden kokemukseen. 
 
3.2.3 Haastattelut 
Parihaastattelu toteutettiin tunnin yhteydessä mahdollisimman nopeasti sen jälkeen, kun 
työpari oli saanut käytyä tehtävät läpi. Haastateltavana kävivät siis samat parit, jotka 
yhdessä tekivät tehtäviä. Näin pyrittiin pääsemään käsiksi parityöskentelyn aikana 
heränneisiin ajatuksiin, joita oppilaat eivät välttämättä yksinään haastateltuina muistaisi. 
Pareista kaksi oli tyttöpareja ja yksi poikapari. Parit valittiin satunnaisesti niiden 
vapaaehtoisten parien joukosta, jotka olivat ehtineet tehdä kaikki tehtävät. Haastatteluita 
on tulosten analysoinnissa merkitty numeroilla 1, 2 ja 3. Haastatellun parin opiskelijoita 
on taas merkitty kirjaimin A ja B. Merkintä 1A siis tarkoittaa haastattelun 1 oppilasta A. 
Haastattelumenetelmänä käytettiin puolistrukturoitua haastattelua ja tämän 
tarkoituksena oli pitää tietty keskustelunomaisuus mukana haastatteluissa. Haastattelut 
äänitettiin ja litteroitiin. Jokainen haastattelu kesti noin 10 - 15 minuuttia. 
Teemahaastattelussa käytetty haastattelupohja löytyy liitteestä 2. Parihaastatteluiden 
avulla pyrittiin saamaan selville opiskelijoiden näkökulmia ja kokemuksia opetuksessa 
käytettyjen applettien hyödyllisyydestä sekä siitä, mitä oppilaat ajattelivat käytetyistä 
tehtävistä. Oppilaiden kokemusten lisäksi pyrittiin saamaan käsitys tehtävänantojen 
selkeydestä ja käytössä olleiden applettien toimivuudesta. Haastattelut aloitettiin 
pyytämällä opiskelijoita määrittelemään derivaatta omin sanoin. Tämän jälkeen tehtävät 
käytiin yksi kerrallaan läpi samalla keskustellen tehtävien hyvistä ja huonoista puolista, 
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tehtävänannon selkeydestä sekä siitä, kokivatko opiskelijat tehtävän hyödylliseksi ja jos 
kokivat, niin millä tavalla. Seuraavaksi kysyttiin kokivatko opiskelijat käytettyjen 
applettien ja tehtävien vaikuttaneen heidän käsitykseen derivaatan määritelmästä ja millä 
tavoin. Lopuksi keskusteltiin kokonaisuudessaan hieman yleisemmällä tasolla käytettyjen 
applettien hyvistä ja huonoista puolista sekä siitä, kokivatko opiskelijat appletit 
hyödyllisiksi ja pitäisikö opiskelijoiden mielestä vastaavan tyyppisiä appletteja sisällyttää 
opetukseen useammin. 
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4. Tulokset 
 
4.1 Opiskelijoiden antamia määritelmiä derivaatalle 
Aluksi opiskelijoita pyydettiin kertomaan omin sanoin mitä derivaatta tarkoittaa. Pääosin 
opiskelijat määrittelivät derivaatan muutosnopeudeksi. 
 
“Derivaatta on tää muutosnopeus” 1A 
 
“No miusta se tarkottaa sitä muutosnopeutta, tai silleen” 2B 
 
Vain opiskelija 3B antoi täsmällisemmän määritelmän, joka sisälsi derivaatan arvon 
riippuvuuden paikasta. 
 
“Derivaatta on niinku funktion muutosnopeus jossakin pisteessä.” 3B 
 
Kukaan ei tässä vaiheessa puhunut vielä derivaattafunktiosta, tai derivaatan kuvaajasta. 
Yksi opiskelijoista ei osannut antaa määritelmää. Opiskelijoille oli siis pääosin 
muodostunut jo käsitys derivaatan merkityksestä, joskin se vielä useimmilla oli osittain 
puutteellinen.  
 
4.2 Opiskelijoiden kokemuksia käytetyistä tehtävistä 
Seuraavaksi haastatteluissa käytiin tunnilla tehdyt tehtävät ja niissä hyödynnetyt appletit 
järjestyksessä läpi. Opiskelijoita pyydettiin kertomaan heidän omat mielipiteensä 
tehtävästä ja appletista sisältäen niin hyvät kuin huonot puoletkin. Opiskelijoita pyydettiin 
myös arvioimaan tehtävän ja appletin hyödyllisyyttä derivaatan määritelmän oppimisen ja 
hahmottamisen kannalta.  
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Ensimmäisen tehtävän opiskelijat kokivat sopivaksi orientaatiotehtäväksi ja hyväksi 
avaukseksi tehtäväsarjalle.  
 
“No ainaki tuo ykkönen oli silleen helppo, että siinä ei ollu mitään ongelmia ja ehkä se on 
silleen helposta myös hyvä alottaa.”  3A 
 
“Ainaki toi kuvaaja oli sillee aika hyvin havainnollisti tätä. Ja sitte kun tässä pysty 
liikuttamaan tätä pistettä ni siitä näki helposti” 2B 
 
Oppilaat siis pääsivät aloittamaan työskentelyn ilman erillistä ohjausta ja kokivat 
pääsevänsä liikkeelle työskentelyssä ensimmäisen tehtävän avulla. Opiskelija 1A koki 
tehtävän myös liittävän käsiteltävän asian käytäntöön. 
 
“Silleen ehkä tää niinku liittää sitä vähä käytäntöön. Niinku tätä koko asiaa.” 1A 
 
Toisen tehtävän opiskelijat kokivat luontevaksi jatkoksi ensimmäiselle tehtävälle. 
Vaikeustaso nousi sopivasti, mutta ei liian nopeasti ja tehtävänanto oli riittävän selkeä. 
Opiskelijoiden mielestä appletti oli havainnollinen ja toimi hyvänä lisänä verrattuna 
laskemiseen painottuviin tunteihin. 
 
“No jos tästä kakkosesta nyt sanois seki oli vielä suht helppo ja silleen pikkusen vaikeutu 
ekasta mutta ei paljoo. Just silleen sopivasti vaikeutu.” 3A 
 
“Miusta se oli ihan kiva nähä se miten se silleen muuttuu tässä.” 1B 
 
“Just kun sai kokeilla ite sitä että miten se sitte niinku vaikuttaa.”  2A 
 
Opiskelija 1A kommentoi tässä kohtaa myös yleisemmällä tasolla, että vastaavien 
applettien käyttäminen toisi hyödyllistä vaihtelua laskutehtäviin painottuviin tunteihin ja 
tarjoaisi monipuolisempia työkaluja käsiteltävän asian hahmottamiseen. 
 
27 
 
“Ylipääntäsä just se että niinku näistä kuvaajista kun kattoo ja sitte tää oli niinku ihan 
kätevä tää systeemi. Että pystyy just vertailemaan ja kattomaan noita kuvaajia, että kun 
tunnilla normaalisti vaan lasketaan ja tälleen.”  1A 
 
Kolmannessa tehtävässä osalle opiskelijoista oli aiheuttanut termi keskimääräinen 
muutosnopeus aluksi ongelmia. 
 
“Nii no tässä kolmosessa sitte vähä aiheutti hämmennystä tuo siis tuo keskimääränen 
muutosnopeus. Että miten että niinku onko se vaan silleen keskiarvo vai? Että sitä piti 
vähä aikaa miettiä että mitä tuossa haetaan.”  2B 
 
Muut opiskelijat kokivat tehtävänannon selkeäksi ja itse tehtävän sopivan laajaksi. Myös 
vaikeustason koettiin muuttuvan sopivasti edelliseen tehtävään verrattuna. 
 
“Tääki oli silleen, miten sen nyt sanois, sopivan tasoinen. Oli ihan hyvä määrä noita 
kysymyksiä sinänsä.” 3A 
 
“No tää oli silleen aika selkee miusta, että niinku tässä oli ainaki niinku hyvin nää niinku 
ohjeet tai kysymykset.” 1A 
 
“Ja nii, että ei ollu liikaa silleen tässä yhessä tavallaan mitä olis pitäny miettiä.” 2A 
 
Opiskelija 2B koki tehtävän auttaneen häntä hahmottamaan paremmin suoran ja 
paraabelin eron ja kuinka käyrän muutosnopeus ei pysy vakiona tarkasteltaessa eri 
pisteitä. 
 
“No nii ainaki just että mitä eroa on suoran ja toisen asteen yhtälöllä, ni just se että se ei 
oo niinku vakio se muutosnopeus siinä toisen asteen yhtälössä. Että se muuttuu riippuen 
siitä mistä kohasta katotaan.”  2B 
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Opiskelija 3B oli kiinnittänyt huomiota tehtävänantoon, jossa kysyttiin kuviteltua 
tilannetta pisteiden lähestyessä toisiaan. Pisteiden etäisyyttä ei kuitenkaan tässä 
tehtävässä voinut muuttaa. 
 
“Tässä kolmostehtävässä kun oli, kysyttiin että mitä tapahtuu jos pisteiden etäisyyttä 
toisistaan aletaan lyhentää.. Sitähän ei tässä pystyny kattomaan kun sitä toista pistettä ei 
voinu siirtää.” 3B 
 
Neljännen tehtävän koettiin olevan ainakin jossain määrin liian työläs ja osa opiskelijoista 
kaipasi esimerkiksi tehtävän jakamista useampiin osiin. Tehtävänanto koettiin myös liian 
laajaksi johtuen useista kysymyksistä.  
 
“No ainaki siinä on huonona puolena mun mielestä se että siinä on ehkä liikaaki näitä 
kysymyksiä sitte yhtäkkiä tulee verrattuna aiempiin. Aika paljo vastailtavaa ja sitte vielä 
nää samat kysymykset pitäs käydä vielä läpi näillä eri arvoilla ni se voi olla vähä 
turhauttavaa kun on ne eka miettiny tälleesti ja sitte vielä kahesti.” 3A 
 
Osa opiskelijoista kaipasi myös jonkinlaista tarkistusmahdollisuutta tai yhteenvetoa. 
 
“Olis voinu olla sitte vaikka se ratkasu tai joku siinä lopussa, että olis voinu niinku heti 
tarkistaa että onko ajatellu oikein.” 1A 
 
Opiskelija 2A koki haastavaksi osan tehtävänannossa käytetyistä merkinnöistä, joskin 
mainitsi ymmärtäneensä asian pohdinnan jälkeen.  
 
“Sitte just kun alko miettimään noita että.. niinku että miten sitte tuo funktion arvo 
muuttuu sitten kun tuossa oli tuo x+h. Ni sitä piti miettiä aika pitkään että miten niinku se 
tehään.” 2A 
 
Parille 2 oli jäänyt epäselväksi onko erotusosamäärän raja-arvon kannalta merkitystä 
lähestyykö h nollaa positiivisesta, vai negatiivisesta suunnasta. Tehtävän applettia 
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hyödyntämällä kävimme asian johdattelevien kysymysten avulla vielä nopeasti läpi ja 
opiskelijat kokivat ymmärtävänsä asian. Tämän jälkeen toinen opiskelijoista vertasi 
applettien hyödyntämistä niin sanottuun perinteiseen oppituntiin. Molemmat 
opiskelijoista kokivat saavansa hyötyä käsiteltävän asian ymmärtämiseen appletista. 
 
“Nii ja sitte kun tässä silleen ymmärtää. Koska jos yleensä kun annetaan vaan se valmis 
kaava ja sitte siihen sijotetaan, ni ei sitä silleen havainnolista yhtälailla.” 2A 
 
Tässä yhteydessä kysyttäessä suurin osa opiskelijoista koki neljännen tehtävän 
selkeyttäneen käsitystä derivaatan määritelmästä graafisen esityksen kautta. 
 
“Kyllä se selkeytti.” 1A 
 
“Kyllä tuo kuvaaja ainaki autto.” 3A 
 
Viidennestä tehtävästä opiskelijat kokivat hyötyneensä erityisesti derivaatan kuvaajan 
hahmottamisen osalta. Opiskelija 3A koki tehtävän hyödylliseksi alkuperäisen funktion ja 
derivaatan kuvaajan yhteyden hahmottamisen kannalta.  
 
“No tossa vitosessa ainaki näki suoraan että mikä on niinku sen derivaattafunktion ja 
normaalin funktion se yhteys. Se oli siinä mielessä hyvä.” 3A 
 
“No miun mielestä oli ihan kiva tehtävä silleen. Että oli niinku kiva nähdä miten se menee 
se niinku se derivaatan kuvaaja sitte tuossa niinku huomata se” 1B 
 
“Se oli hyvä että siinä just näki sen että miten siinä toisessa oli suora kun se oli toi 
paraabeli. Ja sitte tässä oli se niinku käyrä.” 1A 
 
Kukaan oppilaista ei osannut kysyttäessä kertoa suoraan mistä derivaatan arvot tulevat, 
joskin hyvin pikaisen johdattelun jälkeen kaikki ymmärsivät yhteyden hetkelliseen 
30 
 
muutosnopeuteen. Opiskelijapari 2 oli käyttänyt derivaatan arvon määrittämiseen 
suoraan derivaattafunktiota. 
 
4.3 Opiskelijoille heränneitä ajatuksia teknologia-
avusteisesta tutkivasta oppimisesta 
Seuraavaksi opiskelijoilta kysyttiin vaikuttiko tunti heidän käsitykseen derivaatan 
määritelmästä positiivisesti tai negatiivisesti, jos lainkaan. Opiskelijat kokivat graafisten 
applettien käyttämisen havainnolliseksi ja tuoneen uutta näkökulmaa käsiteltävään 
asiaan. 
 
“No ainaki sai sen derivaatan kuvaajan niinku nyt silleen näki että miten se kulkee. Että 
sitä ei silleen miettiny.” 1B 
 
“Että ei sinänsä muuttunu silleen se ajatus siitä, mutta sitte tuli silleen lisää tietoo 
tavallaan tai semmosta selkeyttävää kun oli niin paljon niitä kuvaajia.” 1A 
 
“Ainakaan mie en ollu niin paljo aatellu tätä tälleen näissä kuvaajissa silleen.” 2B 
 
“Ennen oli aatellu vaan silleen niinku laskuina teoreettisesti.” 2A 
 
Opiskelija 3B kommentoi ymmärtäneensä derivaatan määritelmän kohtuullisen hyvin jo 
aiemmin ja applettien lähinnä havainnollistaneen opittua asiaa paremmin. Opiskelija 3A 
oli myös samaa mieltä. 
 
“Mä kyllä ihan sen derivaatan kun sitä aiemmin käsiteltiin ni tajusin kyllä ihan mikä se on. 
Tietysti paljo paremmin havainnollisti sitä.”  3B 
 
Samalta opiskelijaparilta kysyttiin, että olisiko heidän mielestään appletteja kannattanut 
käyttää jo ennen derivaatan määritelmän opettamista. Molemmat uskoivat, että olisivat 
kokeneet appletit siinä vaiheessa hyödyllisiksi. 
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“Kyllä varmaan. Näistä aika helposti pysty tajuamaan sen.” 3B. 
 
Opiskelijoilta kysyttiin seuraavaksi kannattaisiko heidän mielestä vastaavantyyppisiä 
appletteja käyttää useammin lisänä perinteiselle opetukselle. Lähes kaikki opiskelijat 
kokivat appleteista olevan hyötyä erityisesti käsiteltävien asioiden havainnollistamisessa. 
Osa myös koki appletit hyödyllisiksi syventämään ymmärrystä. 
 
“Kyllä ne silleen vois olla välillä että niinku havainnollistus se asia paremmin ettei olis vaan 
niinku pelkkää laskemista.” 1B 
 
“Nii että tuntuu että kyllähän se niinku laskeminen on silleen helpompaaki kun tästä 
niinku kuvaajista silleen tulkita että kun niitä on niin vähän. Että kyllähän se tietysti niinku 
ois ehkä ihan hyvä että ymmärtää sen niinku oikeesti mitä ne laskut niinku tarkottaa että 
ei pelkästään oo semmosta mekaanista laskua.” 1A 
 
“Kyllähän tämmöset paljon mielekkäämpia on kun jotkut kirjan tehtävät.” 3B 
 
Opiskelija 2B toi esiin näkemyksen, että mahdollisimman monipuolisista menetelmistä on 
hyötyä. 
 
“Miusta ei ainakaan huono oo just että mahollisimman paljo vaan eritavalla ni ainahan se 
parempi on mitä monipuolisempaa.” 2B 
 
Myös tässä vaiheessa nousi opiskelijan 2A toimesta esiin ajatus siitä, että applettien 
käyttäminen ennen varsinaisen teorian opiskelua olisi mahdollisesti ollut vielä 
hyödyllisempää. 
 
“Tää olis voinu olla ihan hyvä niinku ennen kun ollaan ees laskettu mitään tai niinku että 
vasta kun alotettaan käsittelemään sitä derivaattaa ni se varmaan olis ollu hyvä.” 2A 
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Lopuksi opiskelijoilta vielä kysyttiin yleisesti ajatuksia käytetyistä tehtävistä ja appleteista. 
Muun muassa haluttiin selvittää oliko opiskelijoiden mielestä tehtävissä, 
tehtävänannoissa tai appleteissa ollut jotain parannettavaa tai olisivatko he halunneet 
tehdä jotkin asiat toisin. Esiin nousi muun muassa idea siitä, että itse tehtävänannot 
olisivat voineet olla kysymyksineen ja vastausalueineen erillisellä paperilla ja tabletilla olisi 
voinut keskittyä pelkän appletin käyttämiseen.  
 
“Olis voinu siihen paperille vastata alle suoraan ni se olis ollu ihan hyvä.” 2B 
 
“Just kun aina välillä katto näitä kuvaajia ni piti aina selata ylöspäin että mikä se oli se 
kysymys. Ni se ehkä toimis paremmin että olis se paperi.” 2A 
 
Tehtäviin myös toivottiin perinteistä rakennetta, jossa tehtävä on jaettu valmiiksi 
numeroituihin kohtiin. 
 
“Olis voinu olla ehkä vähän selkeemmin nää kysymykset laitettu silleen vaikka 
numeroilla.” 2A 
 
“Vaikka tehtävänumerot koska nyt jos näitä olis silleen käyny tarkasti läpi ni olis pitäny 
kattoo aina mikä kohta.” 2B 
 
Opiskelija 1A nosti esiin toiveen siitä, että jokaisessa tehtävässä olisi jonkinlainen 
loppukoonti tai ydinasia tiiviisti esitettynä tehtävän lopuksi. 
 
“Tietysti ehkä niinku kaikissa vois olla just silleen vielä joku silleen se ydinasia tavallaan. 
Vaikka kyllä sen silleen ymmärtää, mutta varmaan jää vielä paremmin mieleen jos vielä 
on joku semmonen.” 1A 
 
Kokonaisuudessaan oppilaat kokivat siis tehtävät ja appletit mielekkäiksi, sekä 
hyödyllisiksi nimenomaan eri representaatioiden hahmottamisessa ja näiden välisten 
yhteyksien ymmärtämisessä. Opiskelijat jäivät kuitenkin kaipaamaan joissakin tehtävissä 
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johdonmukaisuutta sekä selkeyttä. Tehtävät eivät myöskään saisi heidän mielestään olla 
liian laajoja tai sekavia. Applettien käytännön ja käytettävyyden suunnitteluun tulee myös 
käyttää aikaa, sillä opiskelijat helposti turhautuvat epäkäytännöllisiin tehtäviin. 
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5. Johtopäätökset 
 
5.1 Yhteenveto 
Tutkimuksen perusteella opiskelijat kokevat teknologia-avusteisen tutkivan matematiikan 
mielekkääksi tavaksi opiskella. Käytetyt appletit lisäsivät opiskelijoiden mielestä erityisesti 
ilmiöiden havainnollisuutta ja auttoivat ymmärtämään ilmiöitä syvemmällä tasolla. Myös 
aiemmat tutkimustulokset ovat viitanneet tämän suuntaisiin tuloksiin. Appletit auttoivat 
myös oppilaita ajattelemaan derivaatan määritelmää eri representaatioiden kautta ja 
useampi opiskelija totesi, ettei ollut ajatellut ilmiötä lainkaan graafisessa muodossa. 
Opiskelijat olivat lähes yksimielisiä tämän tyyppisten tehtävien hyödyllisyydestä ja 
toivoivat tämän tyyppistä opetusta lisää. Tutkimuksen perusteella voidaan ajatella 
opiskelijoiden kokemuksien ja mielikuvien teknologia-avusteisesta tutkivasta 
matematiikasta olevan varsin positiivisia ja tehtävien olleen yleisellä tasolla onnistuneita 
ja tarkoituksenmukaisia. 
 
Osa tehtävistä osoittautui opiskelijoiden melko laajoiksi ja sekaviksi. Kuten oli 
ennakoitavissa, kokivat opiskelijat tehtävän 4 liian laajaksi. Opiskelijat ottivat 
johdatteleviksi tarkoitetut kysymykset varsin kirjaimellisesti ja näin tehtävän jättämä 
mielikuva oli työläs. Tästä voidaankin päätellä, että opiskelijoille mielekkääseen tehtävään 
ei ole pyritty sisällyttämään liikaa asiaa, vaan se on tarkoituksenmukainen ja tiivis 
kokonaisuus. Liialliset johdattelevat kysymykset, vaikka voivatkin auttaa pohdinnassa, 
voivat johtaa siihen, että opiskelija turhautuu eikä jaksa pohtia tehtävää riittävän pitkään. 
Osa oppilaista myös toivoi tehtäviin perinteisiä selkeästä numeroituja osakysymyksiä, 
joihin voi vastata yksi kerrallaan. Opiskelijat myös toivoivat mahdollisuutta vastata 
paperille. Tämän perusteella voidaankin ajatella, että tehtävänannot ja vastauksille 
varattu tila olisi tarkoituksenmukaista olla erillisellä monisteella, johon opiskelijat voivat 
kirjoittaa tuloksensa ja pohdintansa. Näin vältyttäisiin siltä, että opiskelijat joutuvat 
selaamaan websivua edestakaisin ja käytettävä appletti ei välttämättä pysy ruudulla.  
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Yhden opiskelijaparin kohdalla nousi esiin kysymys siitä onko h:n etumerkillä merkitystä 
erotusosamäärän raja-arvon kannalta. Tämä osoittaa sen, että oppitunnin yhteydessä 
pois jäänyt Hähkiöniemen (2011) mainitsema koontivaihe vaikuttaisi olevan opiskelijoille 
tärkeä osa oppimisprosessia. Kyseisen opiskelijaparin kanssa toteutettiin tämä 
koontivaihe pikaisesti haastattelun yhteydessä tämän esiin nousseen kysymyksen 
pohjalta. Johdattelevien kysymysten avulla opiskelijat löysivät itse vastauksen applettia 
uudemman kerran tutkimalla. 
 
Mielenkiintoinen oli myös haastatteluissa esiin noussut kommentti siitä, että käytetyt 
tämä opetustuokio olisi voinut olla hyödyllisimmillään jo ennen kuin opiskelijoille oli 
opetettu derivaatan määritelmää lainkaan. Tehtävät oli suunniteltu siten, että ne 
toimisivat myös tarvittaessa oppilaiden kanssa, joille ei erotusosamäärän raja-arvosta ole 
vielä puhuttu mitään. Tämä vahvisti tehtävien suunnitteluvaiheessa tehtyä oletusta siitä, 
että kyseisiä tehtäviä ja appletteja voi hyödyntää niin opiskelijoiden kanssa, jotka eivät 
vielä ole aloittaneet derivaatan opiskelua, kuin myös sellaisten opiskelijoiden kanssa, joille 
derivaatan määritelmä on jo opetettu.  
 
Opiskelijat pitivät myös hyvänä tehtäväsarjassa olevaa haastavuuden lisääntymistä 
tehtävien edetessä. Jos kaikki tehtävät olisivat olleet yhtä haastavia, olisi opiskelijoiden 
motivaatiossa luultavasti esiintynyt laskua loppupään tehtäviin siirryttäessä. Nyt 
vaikeustason noustessa opiskelijat kokivat etenevänsä työskentelyssä ja tämä motivoi 
opiskelijoita jatkamaan. Opiskelumotivaation vaikutuksia oppimiseen ei tule muutenkaan 
aliarvioida. Motivoivat appletit ja tutkimustehtävät pitävät yllä ja nostavat kiinnostusta 
ylipäätään matematiikan opiskeluun ja mahdollistavat paremmin myös niiden oppilaiden 
menestymisen, jotka eivät välttämättä perinteisen opiskelun avulla pääse parhaisiin 
suorituksiin. Tätä tukevia tuloksia ovat saaneet muun muassa Erbas ja Yenmez (2011) 
tutkimuksessaan, jossa käsiteltiin kuudesluokkalaisten geometrian opiskelua ja 
opiskelumotivaatiota. Tutkimuksessa verrattiin dynaamista geometriaympäristöä 
käyttävää ryhmää sekä perinteisestä oppikirjasta opiskelevaa ryhmää. Dynaamista 
geometriaympäristöä hyödyntänyt ryhmä oli huomattavasti motivoituneempi 
opiskelemaan ja oppiminen oli syvällisempää.  
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Kokonaisuutena voidaan siis sanoa opiskelijoiden pitävän käytettyjen kaltaisia teknologia-
avusteisen tutkivan matematiikan tehtäviä pääpiirteittäin hyvinä. Opiskelijat kokevat 
parin kanssa tutkiskelun motivoivaksi ja hyödylliseksi. GeoGebra-pohjaiset appletit 
mahdollistavat eri representaatioiden hyödyntämisen tutkimustehtävissä ja näin 
vahvistavat opiskelijoiden ymmärrystä representaatioista ja näiden välisistä yhteyksistä. 
Opiskelijoiden vastauksista välittyi kuitenkin selvä sävy siitä, että teknologia-avusteista 
tutkivaa matematiikkaa olisi hyvä olla perinteisen opetuksen lisänä, mutta perinteiset 
opettajajohtoiset oppitunnit muodostavat opetuksen rungon. Kenenkään opiskelijan 
kommenteista ei välittynyt kuva, että he olisivat valmiita siirtymään pelkästään tutkivaan 
matematiikkaan pohjautuvaan opetukseen, mutta tutkivaa opiskelua tulisi olla mukana 
kuitenkin aiempaa enemmän. Tätä havaintoa tukevia tuloksia ovat saaneet myös Hull ja 
Brovey (2004) tutkimuksessaan yhdeksännen luokan oppilaiden geometrian opiskelusta 
dynaamisten sovellusten kanssa. Myös tässä tutkimuksessa opiskelijat kokivat applettien 
avulla opiskelun hyödylliseksi ja motivoivaksi, mutta opiskelijat kaipasivat sopivaa 
tasapainoa tutkivan opiskelun ja opettajajohtoisen opiskelun välillä. Tämä tukee myös 
Hähkiöniemen (2011) mainitseman koontivaiheen tärkeyttä osana tutkivan matematiikan 
tuntia. 
 
5.2 Tutkimuksen luotettavuus ja toistettavuus 
Tehtyä tutkimusta voidaan pitää melko luotettavana niiltä osin, jotka keskittyvät 
opiskelijoiden kokemuksiin. Laadullisen tutkimuksen ollessa kyseessä ei tulosten ole 
tarkoitus olla yleistettävissä kaikkiin tilanteisiin ja näin voidaankin pitää saatuja tuloksia 
luotettavina liittyen haastateltuihin opiskelijoihin. Samasta syystä tuloksia ei voida 
kuitenkaan pitää ehdottomina yleisinä tosiasioina, vaan ne ovat tiettyjen opiskelijoiden 
kokemuksiin pohjautuvia. Tutkimuksella päästiin kuitenkin hyvin käsiksi haastateltujen 
oppilaiden henkilökohtaisiin mielipiteisiin ja kokemuksiin käytetystä opetusmateriaalista 
ja menetelmistä ja näiden tulosten perusteella voidaan tehdä luotettavia johtopäätöksiä 
oppilaiden kokemuksiin liittyen. 
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Tutkimus on toistettavissa varsin helposti samoja appletteja hyödyntäen, sillä opettajan 
osuus opetuskokeilutunnilla oli varsin pieni. Vastaavan kokeilun toteuttaminen käyttäen 
erilaisia appletteja ja eri aihetta on myös helposti toteutettavissa ja olisikin 
mielenkiintoista päästä toteuttamaan vastaavia kokeiluja liittyen eri aiheisiin ja ilmiöihin. 
Pitämällä opetusmenetelmät vastaavan tyyppisinä ja jättämällä tilaa opiskelijoiden omalle 
pohdinnalle onnistuu vastaavien tutkimusten toteuttaminen varsin hyvin. 
 
5.3 Jatkotutkimusaiheita 
Haastattelujen pohjalta nousi muutamia selkeitä korjausideoita tehtäväsarjaan ja olisikin 
kiinnostavaa tehdä opiskelijoiden kokemuksiin perustuvat korjaukset ja toteuttaa 
vastaava opetuskokeilu uudestaan ja mahdollisesti sellaisen ryhmän kanssa, jolle ei ole 
opetettu mitään derivaatan määritelmästä. Kahden eri vaiheissa olevan ryhmän 
tutkiminen ei kuitenkaan ollut tässä tutkimuksessa mahdollista tai tarkoituksenmukaista 
ja luotettavien vertailujen tekeminen olisi vaatinut pidempää opintojaksoa. 
 
Tutkimusta tehdessä nousi esiin useita jatkokysymyksiä ja aiheita, joita olisi 
mielenkiintoista tutkia lisää. Päällimmäisenä näistä olisi kiinnostavaa toteuttaa 
kokonainen opintojakso pohjautuen tutkimuksessa käytetyn tyyppiseen opetukseen ja 
opiskeluun. Näin päästäisiin käsiksi pidemmän tähtäimen tuloksiin opiskelijoiden 
kokemuksista. Samalla olisi myös mahdollista tutkia verrokkiryhmän avulla opiskelijoiden 
menestystä ja opetuksen tehokkuutta. Pidemmän tähtäimen tutkimuksessa olisi myös 
kiinnostavaa selvittää alkavatko opiskelijat kaipaamaan perinteisempää opetusta tutkivan 
matematiikan tueksi, vai onko opetusta mahdollista toteuttaa perustuen pääosin 
tutkivaan matematiikkaan.  
38 
 
Lähdeluettelo 
 
Amit, M., & Vommer. S. (1990). Some misconceptions in calculus: Anecdotes or the tip of 
the iceberg? Teoksessa Proceedings of the 14th International Conference for the 
Psychology of Mathematics Education. 
 
Artigue, M. (2005). The integration of symbolic calculators into secondary education: 
some lessons from didactical engineering. Teoksessa D. Guin, K. Ruthven & L. Trouche 
(Toim.) The didactical challenge of symbolic calculators. Mathematics education library, 
Vol. 36. New York: Springer, 231-294. 
 
Asiala, M., Cottrill, J., Dubinsky, E. & Schwingendorf, K. (1997). The development of 
students’ graphical understanding of the derivative. Journal of Mathematical Behavior, 
16(4), 399-431. 
 
Berry, J. & Nyman, M. (2003). Promoting students’ graphical understanding of the 
calculus. Journal of Mathematical Behavior, 22(4), 481-497. 
 
Doorman, M. (2005). Modelling motion: from trace graphs to instantaneous change. 
Utrecht, NL: CD-β Press.  
 
Dubinsky, E. & McDonald, M. (2001). APOS: A constructivist theory of learning in 
undergraduate mathematics education research. Teoksessa D. Holton ja muut (Toim.), 
The teaching and learning of mathematics at university level: An ICMI study. 
 
Erbas, A. & Yenmez, A. (2011). The effect of inquiry-based explorations in a dynamic 
geometry environment on sixth grade stundets’ achievements in polygons. Computers & 
Education 57 (2011) 2462-2475. 
 
Haapasalo, L. (2011). Oppiminen, tieto & ongelmanratkaisu. Medusa-Software, Joensuu. 
39 
 
 
Heid, K. (1988). Resequencing skills and concepts in applied calculus using the computer 
as a tool. Journal for Research in Mathematics Education, 19(1), 3-25. 
 
Hiebert, J. & Lefevre, P. (1986). Conceptual and Procedural Knowledge in Mathematics: 
An Introductory Analysis. Teoksessa Hiebert, J. (Toim.), Conceptual and Procedural 
Knowledge: The Case of Mathematics, Lawrence Erlbaulm Associates, Inc., Publishers, 
New Jersey, 1-23. 
 
Hirsjärvi, S. & Hurme, H. (2000). Tutkimushaastaattelu. Teemahaastattelun teoria ja  
käytäntö. Yliopistopaino, Helsinki. 
 
Hull, A. & Brovey A. (2004). The impact of the use of dynamic geometry software on 
student achievement and attitudes towards mathematics. Action Research Exchange. 
Volume 3 Number 1. Saatavilla: http://teach.valdosta.edu/are/vol3no1/pdf/anhull-
article.pdf, lainattu 19.5.2015. 
 
Hähkiöniemi, M. (2006). The role of representations in learning the derivative. Jyväskylän 
yliopisto. Matematiikan ja tilastotieteen laitos. 
 
Hähkiöniemi, M. (2011). GeoGebra-avusteinen tutkiva matematiikka opetusharjoittelussa: 
tutkimuksia opettajan ja oppilaiden toiminnasta Jyväskylän yliopisto. 
Opettajankoulutuslaitos.  
 
Kendal, M. & Stacey, K. (2000). Acquiring the concept of the derivative: Teaching and 
learning with multiple representations and CAS. Teoksessa T. Nakahara & M. Koyama 
(Toim.) Proceedings of the 24th Conference of the International Group for the psychology 
of mathematics education (PME), Hiroshima, Vol. 3, 127-134. 
 
Kivelä, S. 2012. Symbolinen laskenta ja koulumatematiikan tulevaisuus. Dimensio 4/2012, 
52-55. MAOL. 
40 
 
 
Oinonen, H. (2012). Matematiikan ylioppilaskokeet apuvälinein.  Itä-Suomen yliopisto. 
Luonnontieteiden ja metsätieteiden tiedekunta. 
  
Repo, S. (1996). Matematiikkaa tietokoneella. Derivaatan käsitteen konstruoiminen 
symbolisen laskennan ohjelman avulla. Joensuun yliopisto, Kasvatustieteen julkaisuja N:o 
33. 
 
Serhan, D. (2006). The effect of graphing calculators use on students’ understanding of 
the derivative at a point. International Journal for Mathematics Teaching and Learning, 
8.5.2006. Saatavilla: http://www.cimt.plymouth.ac.uk/journal/serhan.pdf, Lainattu 
15.1.2015. 
 
Tall, D. & Vinner, S. (1981). Concept image and concept definition in mathematics with 
particular reference to limits and continuity. Educational Studies in Mathematics, 12, 151-
169. 
  
41 
 
Liitteet 
 
Liite 1. Kuvat opetuskokeilussa käytetyistä appleteista. Appletit löytyvät sivustolta 
https://sites.google.com/site/maa7derivaatta/ 
 
Liite 2. Teemahaastatteluissa käytetty haastattelupohja. 
42 
 
Liite 1. 
 
Kuva 1 – Tehtävä 1 
43 
 
 
Kuva 2 – Tehtävä 2 
44 
 
 
Kuva 3 – Tehtävä 3 
45 
 
 
Kuva 4 – Tehtävä 4 
46 
 
 
Kuva 5 – Tehtävä 5 
 
47 
 
Liite 2. 
 
